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1. Derivalas

1.1. Elmélet

A deriviélt fogalom geometriai bevezetéséhez nézziik meg a kovetkezd abrat:

f(x-+h)

fx) 4~ o

X x+h

Egy f : R — R fiiggvény képe a sikon egy gorbe. A gorbe tetszbleges két pontjat 6sszekots szakasz
a szeld. Valasszunk ki egy pontot (z) a gdorbén, majd rajzoljunk be az innen indulé szel6ket. Amint
a szeld masik végpontja kozelit a kivélasztott ponthoz, a szeld egyre kozelebb keriil az érint6hoz.
Fejezziik ki a behuizott szel6k meredekségét, felhaszndlva az dbran lathatd jeloléseket.

flz+h) - f(z)
h

A szel6 x + h pontjanak az x ponthoz val6 kozelitését, a két pont kozotti tdvolsdg csokkenését ha-
taresetben eltinését a lir% formuléval jeloljiik. Definici6 szerint egy fiiggvény derivaltja egy pontban

ms, = tan a,, =

h—
megadja az ahhoz a ponthoz htizott érinté meredekségét. Az dbra jeloléseit felhaszndlva a kovetkezd
modon fejezhetjiik ki az érinté meredekségét, azaz a derivaltat:

- fla+h) - fl@)
mé—tanaé—’lzlg(l) . = f'(z)

Az érint6 meredeksége megmutatja, hogy abban az adott pontban a fiiggvény hogyan viselkedik. Ha a
fliggvénynek az adott pontban sz€ls6értéke van, akkor a derivalt értéke nulla, mert az érintd vizszintes,
ha a fiiggvény az adott pontban szigordan monoton csokken (n6), akkor f'(z) < 0 (f'(x) > 0).

Egy f(z) fuggvény legyen derivalhat6 minden pontban. Ekkor f'(x)-en azt a fiiggvényt értjiik,
amely tetszGleges pontban megadja az f(x)-hez abban a pontban hizott érinté meredekségét.

Mintapélda: f(x) = x? fiiggvény derivéltja.

T+ h)? —z?

f'(z) = lim f+h) - J@) = lim ( =lim(2z + h) = 2z

h—0 h h—0 h—0

Tobbvaltozos fiiggvények (dltaldnos alakja f(z,y, z, . . . )) esetén is beszélhetiink derivéltrél. Eb-
ben az esetben a derivalt azt mutatja meg, hogy egy kiszemelt irdnyban hogyan véltozik a fliggvény.
Technikailag ez azt jelenti, hogy a kiszemelt védltozon kiviil az 6sszes tobbit dllandonak tételezziik fel
és ugy jarunk el, mintha csak egy valtozéja lenne a fiiggvényiinknek. Ennek a jelolése €s értelmezése
ilyen alakban irhat6:

of(x,y,2,...) _ df(z,y= const,z = const,...)
ox N dx
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1.2. Derivalasi szabalyok

Nincs sziikség minden egyes fliggvénynél az elozé eljarast végigesindlni, ugyanis nagyon sok

27 L2

fliggvényre elvégezték ezt a munkat. A legfontosabb alapfiiggvények derivaltjait a kdvetkezd tablazat
tartalmazza:

[const] = 0 [z"] = na"?
[Inz] = % ] =e®

[log, z]' = xlila @] =a”Ina
[sinz]' = cosz [cosz]' = —sinz

[sinh z]' = coshx [cosh z]' = sinh

Az utolsé két fliggvény nem nagyon ismert, pedig gyakran el6fordulnak fizikdval kapcsolatos felada-
tokban, problémdakban. Definicidjuk:
er —e™” e’ +e”

sinhz = ———— coshz =
2 2

A fiiggvények altaldban tobb elemi fiiggvény kapcsolataként dllnak el6. Tekintsiik 4t a derivalas
hatasét ilyen fiiggvényekre.

[ f@) =clf
[£( x)]' '

(z)

' [f(z) + g(z)] = f'(z) £ ¢'(x)
g I=f

]
f'(@)g(z) + f(x)g' () [f (9(2))
)

fl -1 r
[ @l T T Pw @l = 7w
[ (x)} _ F@e) - [0 @)
@ 7@

1.3. Kidolgozott példak

1. f(z) = x?sin x, a szorzat fiiggvény derivéldsi szabalya szerint:

f'(x) = [?]'sinz + 2?[sinz] = 2z sinz + 2° cos x

2. f(z) = tanz, a tortfuggvényre vonatkozo szabdly szerint:

f'(x) =

. ! . ! . !
sinz | [sinz] cosz —sinz[cosx]’
cosz| cos?z B

cos?t —sinx(—sinz) cos’z +sin’z 1

cos? x cos? x cos? z

3. f(z) = arcsin z, az inverz fiiggvényre vonatkozo szabdly szerint:

1 1 1

fla) =lsin~af = —— = — =

COs arcsin x \/ 1 — sin? arcsin x
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4. f(x) = Va3 + 1, az dsszetett fiiggvényre vonatkozé szabély szerint:

fl(z) = [(963 + 1)%]1 = %(x?’ + 1)*% [z* + 1}' = %(x?’ + 1)*%3962

5. f(z,y) = z®siny + y® cos x, ez egy kétvaltozos fiiggvény, derivéljuk parcidlisan mind a ketts
valtozdja szerint.

0 d = t
f(z,y) f (x,y = const) = [2%]'siny + y*[cos z]' = 2z siny — y®sinx

ox dzx
d = t
Oféa;, y) = f (o dc;ns Y) = 2?[siny] + [¢*) cosz = x% cosy + 3y cos

1.4. Feladatok

Ebben a témaban gyakorlopélddnak szinte barmi jO, ami az ember eszébe jut. Azért alljon itt
kedvcsindlénak néhdny. Derivdld a kovetkezd fiiggvényeket!

(a) flz)=Va (b) f(z) = Va? () fla)=2"-a27+6

(d) f(z)=sinzcosz (e) f(z)=¢€" (f) f(z) =sinzsinhx

0 f@="0 ) @=L ) @)=

U) f@)=@"=3° (k) fl@)=Vit+2 () fl)=e""
(m) f(x)=arctanx (n) f(x) = arccoszx (0) f(z)= (" 'In(z*+3) +6)7



2 INTEGRALAS 5

2. Integralas

2.1. Elmélet

Az integral fogalmédnak megértéséhez induljunk ki djra a geometriai értelmezésbdl. Nézziik a
kovetkezd abrét:

y

SOOI N
NN
NN

NN
NN NN N

[N

a

[
ox

X

B
> -

A probléma megfogalmazasa a kovetkezd: Adottegy f : R — R fiiggvény, amelyet dbrazolva a sikon
egy gorbét kapunk, szamitsuk ki a fliggvény gorbéje €s az x tengely kozotti teriiletet valamely x = a
ponttél x = b pontig. A probléma megoldasdhoz kozelitsiik a kiszamitand teriiletet olyan téglalapok
Osszegével, melyeknek szélessége Ax, magassdga pedig a fiiggvény legkisebb értéke ezen a kicsiny
intervallumon beliil. Ezzel megkaptuk a fiiggvény alatti teriilet als6 kozelitd 0sszegét. Lathatd, hogy
ha a felosztast finomitjuk, akkor a kozelit 0sszeg egyre pontosabban visszaadja az eredményt. Ha
végteleniil sok intervallumra osztjuk fel az [a, b] intervallumot, akkor pontosan megkapjuk a kérdéses
teriiletet. Ezt a kovetkezd mddon jeloljiik:

b
Teriilet = / f(z)dz

Ennek a miiveletnek a neve hatdrozott integral.
Milyen tulajdonsédgai vannak? Ha a teriilet az = tengely felett van akkor pozitiv, ha alatta akkor
negativ elGjeld. Ha kiszamitjuk a teriiletet [a, b], [b, c] és [a, ] intervallumon, akkor elsd kett§ teriilet

0sszege kiadja a harmadikat:
b c c
/f(:c)dx-i—/f(x)dx:/f(x)dx
a b a

Ha az integrdl intervallumadnak eleje és vége ugyanaz, akkor nullat kapunk (nincs kozrezart teriilet):

/af(x)dxz()
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Végiil, ha felcseréljiik az integralasi hatarokat, akkor ellenkez6 el6jeldi teriiletet kapunk:

/bf(x)dx:—/af(x)dx

Ha létezik olyan F'(z) : R — R fiiggvény, melyre igaz, hogy:

/ f(z)dz = F(b) — F(a) = [F(z)]"

akkor F'(z)-eta f(x) figgvény primitiv fliggvényének hivjuk. A primitiv fiiggvény alakja egy kons-
tans additiv tagig hatdrozatlan, mert a kiilonbség képzése sordn az additiv tag kiesik. Hatarozatlan
integral fogalman a primitiv fliggvény megkeresését értjiik, jelolése a hatarozott integral jelolésétol
csupén abban kiillonbozik, hogy nem irunk ki hatarokat:

/f(x)dx:F(ac)—i-C

Bizonyithat6 (14sd analizis eladds Newton-Leibniz tétele), hogy ha F(z) a f(x) fiiggvény primitiv
fiiggvénye, akkor F'(x) derivéltja éppen f(z).

2.2. Integralasi szabalyok

Newton-Leibniz tétel felhasznéldsaval, egyszer(ibb fiiggvények esetén konnyen visszakereshetjiik
a primitiv fiiggvényt, ime egy tablazat a legfontosabb alapfiiggvények integraljarol:

xn—f—l 1
/:L'"dx: +C /—da::lnac—i-C’
n+1 T
/sin:rda;z—cosx+C’ /cosxdxzsinx—i—C
/sinhmdx:coshx—FC /coshxdx=sinhx+0
1
/ezdxzez-i-C / dz = arctanz + C
1+ 22

1 -1
/\/1—:/52 V1—2z?
Az Osszetett fiiggvények integriljanak kiszamitdsa nem egyszer( feladat, a derivéldssal ellentétben

nem minden esetben tehetd meg analitikusan. Annyira azért nem reménytelen a helyzet, mert most is
érvényes néhdny dltaldnos formula, melyek hasznélatdval nagyon sok integral eredménye zdrt alakban

dz = arcsinz + C dx = arccosz + C
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felirhato.

/cf(x)dx:c/f(m)dx (1)
JECEY O / f(z)da £ / 9(z) da 2)
/ F@)(e)de = f@g(o) ~ [ @)y (3)

[ @) dx—/f Jdy ahol = g(z) (4)

2.3. Kidolgozott példak és gyakran hasznalt médszerek

Most alkalmazzuk az el6z6 szabdlyokat és néhany specidlis esetet részletesebben is megvizsga-
lunk:

1. [ 31 23+ 22724 3\/x + 6 dz = ? Osszegfiiggvény hatdrozott integraljat kell kiszdmolni, melyet
tagonkét szdmolhatunk (2. formula). Az dsszes tag polinom melyekre alkalmazva a megfelel§
szabalyt:

2
/x3+2x_2+3\/§+6d$:
1

2 2 2 2

:/x3dx+/2x—2dx+/3x%dm+/6dx:

1 1 1 1
472 112 372
2 3 27
:[m_] +{$ ] 122 e =2 a2
1], UL, 1

2. fo% z? sinx dz =7 Bz egy szorzatfiiggvény, ezért alkalmazzuk r4 a parcidlis integrdlds szab4-
lyat (3. formula). A probléma az, hogy melyik fiiggvényt valasszuk derivaltnak? A polinom
foka a derivaldssal csokken, igy a szabdly tobbszori alkalmazésdval eltlinhet az integrdland6
fliggvénybdl, ezért kovetkezOképp valasztunk:

f'(z) =sinz f(z) = —cosz
g(z) = 2 g'(z) =2z
27 27
/.TQ sinzdz = [—2” cos z] iﬁ - /233(— cosz)dx =
0 0
27

= —47T2+2/xcosxdx =
0
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Ujra alkalmazzuk a parcidlis integralds szabalyat:

f'(x) =cosx f(z) =sinz

g(z) =2 J(@) =1

=—47r2+2/:ccosa:d:r:—47r2—|—2[:csin:v]g”—2/sinxdx:

0

(=)

2w

= —47? -2 [ sinzdz = —47? — 2[—cosz]" = —4n?

0

3. [Inzdz =7 Ez egy érdekes példa a szorzat fiiggvények integrdldsdra. Ugyanis egy olyan
cselt kell alkalmazni, mellyel sokat taldlkozhatunk a matematika vildgdban. Nevezetesen, ha
egy kifejezést megszorzunk 1-gyel, akkor nem valtoztatjuk meg az értékét. Tekintsiik szor-
zatfiiggvénynek a logaritmust az el6z0 értelemben, majd alkalmazzuk ré a parcidlis integralas

szabalyét.
/lnxdx = /llnxdx

A szabdly alkalmazasakor a kovetkezo vélasztast hasznaljuk:
fllz)=1 flz) =
g(x) =Inz g'(z) =

1
/llnxdx=xlnx—/x;d;rlenx—/ld:rzmlnm—x—kc

4. ;;,Z dx =7 Ez a feladat a helyettesitéses integral egyik specidlis esete. A szdmldléban 1év6

fliggvény a nevezd derivaltja. A végeredmény a nevezdben 1€vo fliggvény logaritmusa, amirdl
derivélédssal konnyen meggy6zddhetiink. Matematikai jeloléssel:

F@ e
[ e =mis@)+c

A feladat megolddsa ennek segitségével:

37 g —In (3 +2) + C
B4 = n(3z° +2) +
Az abszolutértéket itt elhagyhatjuk, mert a logaritmus argumentuméban szerepld kifejezés min-
den z-re pozitiv.

5. [ 2z (x* + 1)32 dxr =7 Ez egy masik specidlis esete a helyettesitéses integrdlnak. A szorzat
egyik tagja egy fliggvény valamilyen kitevore emelve, a masik tagja pedig a fiiggvény deri-
vatja. Az eredmény a fliggvényiink eggyel nagyobb kitevon osztva az dj kitevovel. Derivalas
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7 2z

segitségével meggydzddhetiink a szabaly helyességérdl. Matematikai jeloléssel:

[roraa=" e

A feladat megoldésa tehét:

2 133
/2x(:v2—|-1)32 dx:%—FC

6. [6cos (6z — 7)dx =7 Ez a feladat a helyettesitéses integrdl alkalmazasdval oldhat6 meg (4.
formula), ahol a helyettesitend6 fiiggvény els6foku kifejezés.
dy

526 — dy = 6dx

y=06xr—7
Ezekkel a kifejezésekkel végezziik el a helyettesitéseket.

/6cos(6x—7)da::/cosydyzsiny+C:sin(6x—7)+C

7. f \/ﬁjL . dx =7 Az olyan fliggvények integrdldsdndl, amiben szerepel a kovetkez6 négyzet-
gyokos kifejezés:vi—z2. gyakran célravezet6 a kovetkezd helyettesités:
) dx
z=siny - - =cosy — dz = cos (y)dy
Y
Ezek segitségével:

/ 1 d cosy
——dz =
V1i—22+1 /1 — sin? y+1

Els6 ranézésre talan bonyolitottuk a feladatot, de alkalmazva a kdvetkezd trigonometrikus azo-
nossagokat egyszertisodik a példa.

cos 2a = cos? a — sin? « sin?a +cos?a =1

Jelen esetben 2a = y:

2cos?¥ —1
cosy _/ cos Yy dyz/ 2” dy =
V1-—sin?y+1 cosy + 1 2 cos® 5
1 1
=[1l—-———dy=y— | ———=d
/ 2cos? ¥ y=y /2(:032% y

A z = ¥ helyettesitéssel:

1 1
y—/idy:y—/ dz=y—tanz+C =

2cos? cos? z

arcsin
:y—tang—i-C’:arcsinx—tan( 5 ) +C
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Szamoljuk ki a [ Y- dy integralt egy mésik helyettesités segitségével. Ha olyan fiiggvényt

cosy+1

kell integrélni, melyben trigonometrikus kifejezések szerepelnek, és nem akarunk (tudunk) bi-
vészkedni a kiilonb6z6 azonossdgokkal, akkor az esetek tobbségében segit a kovetkez6 mod-

szer:
Pt Kk 2t ) 1—1¢2
=tan< ekkor siny= és cosy =
YT et YTer
A derivalt és dy kifejezése pedig:
dy 2 2dt
= 2arctant — — = - dy= =
Y= caraan At~ 2+1 YT

Az integrél a kovetkez&képp alakul.
1

42
T 2 1—¢2
/7‘3"“’ dy:/ b1 dt:/—dtz
cosy + 1 L=t 4 18241 2+1

t+1

?2+1 2
=/— i + dt:—t+2arctant+0:—tan%+y+0

24+1 t?2+1

Ez megegyezik az el6z6 mdédon szdmitott eredménnyel.

. f V4 + 2?2 dx =7 El6szor hozzuk ki a négyzetgyok aldl a 4-t, utdnna egy gyakori helyettesité-

ses szabdlyt alkalmazunk.

/mdx—/z\/:dx—2/,/1+
1

=3 —  dz =2dy

/,/1+ dx—4/m(1y

Az integrandusz hasonlit az el6z8 példaban latott v/1 — 22 kifejezéshez, csak most kivonds
helyett 6sszeadds szerepel a gyokjel alatt. Ilyenkor a kovetkez6 helyettesités a célravezetd:

d
y=sinhz — d—y =coshz — dy=cosh(z)dz
z

Ennek segitségével az integridlunk a kovetkez6képp alakul.

4/\/1+y2dy:4/\/1+sinh2200shzdz:4/coshZ,zdz:

2

h (2 1
:4/cosh22dz:4/Mdz:sinh(22)+2z+C':2y\/1+y2—|—arsinhy+0
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9. [sinzsinhz dz =7 Utols6 kidolgozott példank a parcidlis integrélds specidlis esete. A szorzat
mindkét tagja olyan, hogy tobbszor derivédlva vagy integralva dnmagét kapjuk. Végezziik el a
parcidlis integralast kétszer egymads utdn.

f'(z) =sinz f(z) = —cosz

g(z) =sinhz g'(x) = coshz

/sinxsinhxdxz—cosxsinhx—/—cosxcosha:dx:—Cosxsinhx—i-/cosxcoshxdx

f'(z) =cosz f(z) =sinz
g(z) = coshz g'(z) =sinhz
—coszsinhz + /cosxcoshxdx = —coszsinhz + sin x coshz — /sinxsinhxdx

[rjuk fel djra, hogy milyen kifejezésbdl indultunk és mihez érkeztiink:
/sinxsinhxdx = —coszsinhz + sinx cosh z — /sinxsinhxdx

Az egyenlet bal oldaldn all6 kifejezés megtaldlhat6 a jobb oldalon is, igy egy kicsit dtrendezve
az egyenletet és kifejezve a keresett integralt a kovetkez6t kapjuk:

_ b ) b
/sinxsinhxdx: coS z sin :L‘2+ sin z cos :c+0
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2.4. Feladatok

12

Szamold ki a kovetkez6 hatdrozott és hatarozatlan integralokat! Ne feledkezz meg arrél, hogy

22— 2272 4+ % dx

derivalassal ellendrizheted a megoldést!

™

/ sin x dz

z2e® dx

In? z dz

tan x dz

sin 2%
cos?z +3

322V13 + 2dzx

dzx

sin (2z — 2))dz
/\/1 —z2dz

T
/ ¢ dx
14 e?®

sinx
— dz
sinx — cosx

— e Y Y~ o~ ©

1

1
/ dx
1+ 22

-1
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3. Vektorok

3.1. Vektor fogalma, alapmiiveletek

Azokat a mennyiségeket, amelyek egy irdnnyal és egy mér6szammal adhaték meg vektoroknak
nevezziik. Ilyen példaul a sebesség, gyorsulds, erd. .. A vektorok szemléltetésére geometriai mddot
szoktak haszndlni. Egy nyillal szoktdk jel6lni a vektort, melynek hossza a vektor nagysdgéat az irdnya
a vektor irdny4t mutatja. A vektort ebben az értelemben kétszer alahiizott betiivel jelsljiik, pl. a. Ugy
is felfoghatjuk, hogy a vektor egy olyan utasitds, ami megmondja nekiink, hogy mennyit és milyen
irdanyban mozduljunk egy adott térben. A vektor hosszanak, az abszolutértékének jelolése: | a | = a.
A nulla hosszuséagu vektort nullvektornak hivjuk. -

Két vektor 0sszegén egy olyan harmadik vektort értiink, amely az els6 vektor kezdetétdl a masik
vektor végéig mutat. Adott a €s b vektor esetén a:

_|_

lis)
Iis}

1=

Osszeget geometriailag ugy képzelhetjiik el, hogy a ¢ vektor az a €és b vektorok altal kifeszitett
paralelogramma 4tlGja. Tobb vektor esetén az 6sszeg az elsd vektor elejétdl az utolsé vektor végéig
mutat.

A vektor ellentetjén az azonos nagysagu, de ellentétes irdnyu vektort értjiik, jelolése: —a. Egy
vektor és annak ellentetjének 6sszege a nullvektort adja eredményiil. Ennek segitségével két kiilonb-

ségét ugy képezziik, hogy az elsé vektorhoz hozzdadjuk a méasodik ellentetjét:

:g—g=g+(_g)

1o

Egy vektort tigy szorzunk meg egy szimmal, hogy nagysdgat megszorozzuk az adott szimmal és a
kapott vektor irdnya a szorz6 szam el6jelétdl fiiggben vagy azonos (pozitiv) vagy ellentétes (negativ)
az eredeti vektorhoz képest. Legyen b = ava, ekkor b egy olyan vektor, amely a -val egyirdnyu, ha
a elGjele pozitiv és ellentétes, ha « elGjele negativ, a nagysaga pedig b = la] a. Két vektor osszege és
szammal val6 szorzdsa disztributiv miivelet:

a(a+b)=aa+ab

Vektorok linedris kombindcidjdn értjiikk a szdammal val6 szorzds €s a vektorok kozotti 9sszeadds sordn
kapott kifejezéseket. Példaul a és b vektorok linearis kombindci6ja az a ¢ vektor, amely el6all a
kovetkezs alakban: ¢ = aa + 8b. -

Két vektor skaldris szorzatan egy olyan szdmot értiink, melyet a kovetkezGképp szamitunk ki:

ab =abcosa

Ez a szorzat a fizikdban gyakran el6fordul (példdul munka...). A skaldris szorzat két vektorhoz egy
szdmot rendel, az asszociativitds nem igaz rd, ezért ki kell tenni a zardjeleket:

(eb)c#a(be)

A skaldris szorzat kommutativ, azaz két vektor skaldris szorzata nem fiigg a sorrendtdl. A vektorok
kozotti 0sszeadds és a skaldris szorzds kozott érvényes a disztributivitas.

(e+b)c=a

lis)

+bc
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Ha két vektor merbleges egymasra (ortogonalis), akkor skaldris szorzatuk nulla. Forditva is igaz, ha
két vektor skaldris szorzata nulla, akkor merdlegesek egymadsra (ortogondlisak), vagy az egyik vektor
a nullvektor, de annak irdnya dgyis tetsz6leges. Tetszdlegs vektor sajat magdval vett skaldris szorzata
megadja a hosszdnak négyzetét a a = a?.

Valamely v sebességgel mozgé toltésre B mdgneses térben olyan F erd hat, melynek irdnya
merdleges v-re és B-re (v és B dltal kifeszitett sikra), nagysiga pedig v B sin a-val ardnyos. A
vektoridlis szorzat segitségével a Lorenz erdt a kovetkezs alakban frhatjuk:

E=quxB

Legyen ¢ = a X b, ekkor a, b és ¢ jobbsodrasu rendszert alkot, azaz a jobb keziink hiivelyk,

mutaté és kozépss ujjaval (ebben a sorrendben) tudjuk Sket fedésbe hozni. A vektoridlis szorzat nem
asszociativ és nem kommutativ. A definiciobdl kovetkezik, hogy:

X

e

xQ:—

1=yl

e

A vektorok Osszeaddsdra €s vektoridlis szorzdséra is érvényes a disztributivitas.
(a+b)xc=axc+bxc

Az a ( b x g) szorzatot hdrmas vegyes szorzatnak nevezik. Ha a harom vektor egy sikban fek-
szik (vagy az egyik a nullvektor), akkor a vegyes szorzatuk nullit ad eredményiil. Geometriailag a
vegyes szorzat, a harom vektor altal kifeszitett paralelepipedon térfogatat adja. A vegyes szorzat el6-
jele megmutatja, hogy a harom vektor jobb- (pozitiv el6jel) vagy balsodrasud rendszert (negativ eldjel)
alkot. Geometriai megfontoldsokbdl igaz a kovetkez6 két egyenlség:

a(bxc)=c(axb)=0b(cxa)
a(bxc)=(axb)c

A hédrmas vegyes szorzatot ezen tulajdonsdgok miatt a kovetkez formulédval jeldlik: a ( b x
(a.b,c).

lis)
~—
I

3.2. Bazis, koordinata

Legyen a, b €s c atér hdrom olyan vektora, melyekre igaz, hogy az
ag +pBb+vc=0

egyenletnek a trividlis « = [ = v = 0 megoldason kiviil nincs masik gyoke. Ekkor azt mondjuk,
hogy a harom vektor linedrisan fiiggetlen. Sikban kettS, térben hdrom linedrisan fiiggetlen vektort
taldlhatunk, természetesen 1étezhetnek olyan terek is, ahol tobb linedrisan fiiggetlen vektor 1étezik.
Linedrisan fiiggéek a vektorok, ha 1étezik mas megoldasa is az el6z6 egyenletnek, ilyenkor az egyik
vektort kifejezhetjiik a tobbi vektor linedris kombindcidjaként.

Adott valamilyen vektortér, azaz olyan tér, ahol értelmezve vannak valamilyen vektorok dsszea-
déssal, szimmal val6 szorzdssal és valamilyen skaldris szorzattal. Ha meghatarozunk annyi linedrisan
fiiggetlen vektort, melyekbdl linedris kombinécidként a tér Osszes vektora eldéllithatd, akkor ezeket
a vektorokat bdzisnak hivjuk. A bazisvektorok szamat az adott vektortér dimenzi6janak nevezziik.
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Sikban kettd, térben harom linedrisan fiiggetlen vektor kell egy bazis kialakitdsahoz. Legyen a, b és
c egy bazis a térben. Ekkor tetsz8leges x vektorra definicié szerint igaz, hogy z = aa + 3b b +7ye c
és a felbontds egyértelmd, tehdt «, 5 és v szamok egyértelmiien jellemzik az z vektort. Az o, 3, v
szamhdrmast az z vektor koordindtdinak nevezziik az a, b, ¢ vektorok 4ltal kifeszitett koordindta
rendszerben. B -

Egy bazist ortogondlisnak neveziink, ha vektorai egymasra paronként merdlegesek, azaz skalaris
szorzatuk nulldt ad eredményiil.

Ha egy ortogonadlis b4zis minden vektora egységnyi hosszu, akkor ortonormdlt bazisrél beszéliink.
A vektorok leirdsa ilyen bdzisban éltaldban egyszerii és konnyen kovethetd, a tovdbbiakban ezzel
foglalkozunk részletesen. Legyen e, e ¢®) egy ortonormalt bazis a térben, ekkor definicié
szerint igazak a kovetkezs egyenlGségek:

e =e® =¢B) =1 egységnyi hossziak

g(l)gm = g(l)g(?’) = g(g g(3) =0 péronként merdlegesek

3.3. Reprezentacio, indexes irasmod

Legyen a, b és c egy bazis a térben, amelyek kifeszitik a K koordinata rendszert. Ekkor tetsz6-
leges z vektorra definicié szerint igaz, hogy = 1 a + 22 b + 23 ¢. Az T1, T, és 3 koordinitakat,
mint szimharmast, az z vektor K koordindta rendszerbeni reprezenticiéjinak nevezziik. Jelolése:
T = T1,%2,T3.

Adott egy ortonormalt bazis. Ekkor egy tetsz6leges a vektor a kdvektezd alakban irhato fel:

g:alg(1)+a26( +a3e Za,

Szorozzuk be mindkét oldalt e J-vel, ahol i = 1,2, 3 lehet. Mivel a bazis ortonormalt, ezért a jobb
oldalon csak az a tag nem nulla, ahol az azonos bazisvektorral szorozzuk, ami viszont éppen egyet ad

eredményiil, igy:
ae? Zaz Je¥

Tehat egy vektor koordinétdit igy kapjuk meg, hogy skaldrisan 6sszeszorozzuk a megfelel6 bazisvek-
torokkal. Ennek megfelel6en a bazisvektorok reprezenticioi:

eW =100 e?=0,1,0 e®=0,0,1

Nézziik meg hogyan reprezentdlédnak a vektorok kozotti miiveletek. Legyen a + b = ¢, irjuk
ki a bazisvektorok segitségével az 0sszeadast majd olvassuk le az eredményt.

a = (a1,a2,a3) b = (by,be,b3) ¢ = (c1,¢2,c3)

3
a=) ae® b=3 he c=3 acl

i=1 i=1

w
w

3

Z +Zbe(l)—2az+b g ZCZ (@)
i=1

i=1
Tehat: ¢; = a; + b; mas jeloléssel: ¢ = a + b
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Tehat 6sszeadds soran a megfelel koordinatdk 6sszeadédnak. A ¢; = a; + b; formét indexes irdasmaéd-
nak nevezziik, ekkor az indexben szerepl6 betii felveheti térben 1, 2, 3 értékeket. Ezzel a jeloléssel
megsporoljuk, hogy mind a hdrom egyenletet ki kelljen irnunk.

Legyen b = Aa. Az el6z6 gondolatmenetet végigesindlva a kovetkezdt kapjuk.

a = (G1,a2,a3) b= (b1,b2,bs)

w
w

Tehat: b; = Aa; mads jeloléssel: b = Aa

Ilyenkor tehat minden koordinatit meg kell szorozni az adott szdmmal.
Skaldris szorzat reprezentdldsdhoz megint frjuk ki a bazisvektorok segitségével az a b szorzatot.

a = (a17a27a3) Q = (b17b2ab3)

3 3
a=Y ae® b=> bed
= I
3 3 3
Zaze(i)zbiﬁ(]) — Z aibje i) ¢ ()
=1 j=1 B 2,j=1

Itt fontos, hogy a két vektor megfelelé komponenseit ne ugyanazzal a bettivel indexeljiik, mert akkor
nem kapnank meg a tényleges szorzatot. Az utolsé szorzatndl megint a bazisvektorok szorzatét latjuk,

amelyek csak akkor ad egyet, ha ugyanazokat a vektorokat szorozzuk 6ssze, minden mds esetben nulla
az értéke.

3 3
Z aibjg(i) g(J') = Zaibi
ij=1 i=1

Tehat skalaris szorzat a megfeleld koordindtak szorzatainak az dsszege.

A vektoridlis szorzat vizsgalatat kezdjiik a bazisvektorok egymdssal vett vektoridlis szorzatdval.
Mivel ortonormdlt bazisunk van, ezért a vektoridlis szorzat definicidjabol kovetkezik, hogy:

g(l) x e® = g(3) (2 « g(3) = g(1) g(3) X g(1) = g(2)

e
Q(Q)Xg(l):_g(?:) Q(S)Xg@):_g(l) g(l)xg(3):—g(2)

minden més esetben nullat eredményez a szorzas.

1o [
I
1S 1S
S S
lls Iis
= <
= =
X
M IE=pl
I
S .
oo M
=
— S
Il o
-
M- =
= e
S
S~
< I
® Bl
< ] Mw
~ [
X 2
® Ils
= =
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Részeletesen kiirva a koordinatakat a kovetkez6 formulat kapjuk:

C1 asbs — asby
co | = | asby — aibs
C3 asby — aiby

3.4. Kidolgozott feladatok

Adott hdrom vektor reprezenticidja egy ortonormdlt bazisban:

1 1 2
a=|1 b=1-1 c=[-2
0 2 1

1. Szamoljuk ki a kovetkez6 kifejezéseket:
ab (Ba—1b)c
2. Mekkora szoget zar be a b és a ¢ vektor?
1. Vegyiik sorra a kifejezéseket.
ab =ab; =arby +aghy +azsbs=1-14+1-(-1)+0-2=0

Tehat a két vektor merSleges egymasra.
A (3a — b) c kifejezésnél elGszor a zardjelben 1év tagot szamoljuk ki.

1 1 3—1 2
3a—b=3|1]|—-|-1|=[3+1]=1]14
0 2 0—-2 -2

Most mar konnyen elvégezhetjiik a skaldris szorzést.
(Ba—b)c=0Ba—-b)c=2-2+4-(-2)+(-2)-1=—6
A harmadik kifejezésnél szintén a zardjeles taggal kell kezdeni.

1 2 5
b+2c=|-1|+2|-2]=1|-5
2 1 4

A vektoridlis szorzat kiszdmitdsanak szabdlya:

agbg — a3b2
a xb=|asb —abs
a2b1 - a1b2
Tehat ezt alkalmazva a kovetkez6t kapjuk:
1-4—-0-(-5) 4
ax(b+2¢c)= 0-5—-1-4 = -4

1-5—1-(=5) 10
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2. Két vektor hajlaszogének meghatarozasara, a skalaris szorzat két kiszamitasi modja ad lehet6-
séget.

bc =bjc; = bccosa
Ahol b és c a két vektor hosszat, o pedig a kozrezart szoget jelenti.

b=y12+(-1)24+22=V6 c=+/22+(-22+12=v9=3

bz'cz' 6 °
coso = =— = a=2353

bc 36

3.5. Feladatok

Egy koordinata rendszerben adottak a kovetkez6 vektorok reprezentacioi:

1 0 -3
a=|1 b=11 c=1 3

1 3

2 -1 4
d=1|-1 e=1-2 f=10°0

1 1 B -5

1. Szamold ki a hat vektor koziil két tetsz6legesnek a skaldris szorzatét!
2. Szamold ki a hat vektor koziil két tetszolegesnek a vektoridlis szorzatat!
3. Szamold ki a hat vektor koziil két tetsz6legesnek a kozrezart szogét!

4. Szamold ki a hat vektor koziil hdrom tetsz6legesnek a harmas vegyes szorzatat!





